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１、はじめに 

数学の理解には、感覚的側面と数学的側面があると考える。感覚的側

面とは論理的な証明なしでもイメージや経験等により裏打ちされ、納得、

理解できる面であり、数学的側面とは論理的な証明等により納得、理解

する面である。現在の数学教育はその二つを無意識に混在して指導して

おり、点数化しやすい数学的な側面を評価している。それが「数学は決

して嫌いではないが、計算ばかりでただ面倒だった。」という生徒の感

想に現れている。しかも、数学的に学んでいるというものの「sin１と

はいくつですか」という問いに答えられる生徒はどれだけいるだろうか。

「sin がわかる」とは本質を理解しており、いつでもそれが求められる

ということではないか。生徒にとっては「受験に必要なもの」「学校で

やるもの」が数学であると捉えていると思われる。 
 しかし、「万物の根源は数である」というピタゴラスの言葉にもある

ように数学は自然現象や社会現象など物事の仕組みやそのわけを解き

明かす、科学の言葉であるといわれる。我々は数学により「見えないも

のが見える」ようになる。「見えないものが見える」とは何か。例えば、

（要約） 

本研究は、ギリシャ数学の幾何的思考に注目し

た。その中で「立方体倍積問題」を教材に用い

て、生徒自身の解釈や活動（観察、操作、実験）

を中心とする問題解決型の授業を行った。特

に、数学が人間の営みとして存在し発展してき

たとする形成過程の認識と生徒の感覚的イメ

ージや幾何的思考の広がりを課題とし、授業の

有用性を考察した。アンケートや感想等からは

十分な変容が窺えた。「立方体倍積問題」を教

材にした授業は有用であるといえる。 

出店：中学校・高等学校数学科教育課程開発に関する研究（8） 
発行：筑波大学数学教育学研究室、pp.115-129、2001年3月



三角定規を飛ばしたとき、ただ回転しながら飛んでいくというのではな

く、その三角定規に重心が見えそれを中心に回転しながら弧を描くと説

明できることである。 
点数化という安易な評価のための「解ける」「解けない」に焦点をあ

てた受験偏重の教育では、数学の役割は見えてこないし、生徒にとって

はイメージしていないことをやるので興味、関心がわかず、理解も浮つ

いたものになるだろう。私は感覚的側面の理解がベースとなり数学的側

面の学習へとつながると考え、まず、感覚的側面の強化を目指したい。

また、この報告書では触れないが、数学教師の感覚的側面と数学的側面

との意識的分離を訴えたい。この感覚的側面、数学的側面という視点は

概念的知識と手続き的知識の二元論ではなく、「理解のよりどころ」と

しての視点である。 
現代の数学は厳密性、効率性を備える代数学に重点がおかれている

が，その有用性のみをもって幾何学を代数学で置きかえようとする教

育をすべきでないと言われはじめている1。また，人間のすべての生活

機能は、どんなに基礎的で、生物学的な欲求に近いものであっても、

文化に依存しており2、数学的知識も人間の社会文化的営為と切り放さ

れたものではないともいわれる。 
     これらのことを踏まえて、幾何的視点による感覚的側面の強化、人 

間の文化的営みの観点から数学史を活用した授業に注目し、以下の研 
    究目的について授業実践を通して考察していく。 
 
２、研究目的 

     教材にギリシャ数学「立方体倍積問題」を用いて、生徒自身の解釈

や活動（観察、操作、実験）を中心とした問題解決型授業は有用かど

うか考察する。 
 

課題１：生徒は、数学が人間の営みとして存在し、それにより発展して

きたとする形成過程を認識できるか。また、現代と相対化する

など自分中心の数学観から脱却できるか。 
 
課題２：生徒は、紙と鉛筆による計算中心の数学から脱却できるか。 

                                                 
1ルネ・トム（1975）「「現代」数学、それは教育学的、哲学的誤りか」 
 R．ジョラン編者 森 毅他訳 「何のための数学か」東京図書 pp32 
2H．N．Jahnke「The Historical Dimension of Mathematical Understanding」 
 Proceeding of PME-18，Portgal，Vol.1 pp139-156 

http://math-info.criced.tsukuba.ac.jp/Forall/project/history/2000/Volume-FL/Volume-index.htm



 
課題３：生徒は、現代の代数中心の発想を幾何的視点で捉えなおし、数    
    学に対する感覚的イメージや思考の幅を広げるか。 

 
３、研究目的について  

 これら数学史の活用を中心とした先行研究には、薬師寺（1998）3恩

田（1999）4などがある。薬師寺は解析の歴史的変遷を取り上げ、恩田

は古代エジプトについて考察している。しかし、授業実践と他の事例

による考察が課題となっている。そこで、幾何学を重視したギリシャ

数学に特定して取り上げる。 
     ギリシャ数学の特徴は単に正しい答えが出る、実用に資するという

のではなく、ある結果が正しい論理の積み重ねによって保証されると

いうプロセスに価値を認めた5点にある。公理から出発し、論証を積み

重ねるギリシャ数学の方法は、現代の公理論的数学の出発点であると

いわれる。しかし、当時のギリシャ数学には「現代的な意味での記号

も定義もない」。また計算は数学の一部ではなく、証明は幾何学の特権

で、代数の発想はなかった。 
     このことから、ギリシャ数学「立方体倍積問題」を用いて、現代の

代数中心の発想を幾何的視点で捉える問題解決型授業が行えると考え

る。 
     
    この目的、課題に対し、授業事前に数学に関する意識を問うアンケー

トを（選択中心）、以下の研究授業後に事前と同様のものと感想等を問

うアンケートを実施した。そのアンケートや授業を撮影したビデオを

もとに考察する。 
 
    以下の研究授業は、平成 12 年 10 月に高校 2 年生（1 クラス生徒数 42

名）を対象に行った。 
 

                                                 
3 薬師寺（1998）「解析の歴史的変遷を踏まえた曲線の探求に関する一考察～作図ツールの
使用を前提に～」 
平成 10 年度筑波大学大学院教育研究科修士論文 

4 恩田洋一（1999）「一次文献を利用した数学史教育に関する一考察～「数学基礎」に関連 
して～」 
平成 10 年度筑波大学大学院教育研究科修士論文 

5 引用：現代思想 10 月臨時増刊「数学の思考」 
  斎藤 憲（2000）「数学史におけるパラダイム・チェンジ」pp56 

出店：中学校・高等学校数学科教育課程開発に関する研究（8） 
発行：筑波大学数学教育学研究室、pp.115-129、2001年3月



４、授業の概要 
 
 
    （１）指導目標 
        ・古代ギリシャ時代の数学を当時の状況も合わせて理解する。 

・「立方体倍積問題」の解決を通して、それぞれに解釈する。 
         
 
    （２）授業の特徴 

ギリシャ数学「立方体倍積問題」をテーマとした。数学が

人間の文化的営みとして存在した視点を提供する為、エドモ

ント・ハレーの『原論』の寓話やプラトン全集の対話を取り

上げ、ギリシャ時代の状況を知ることから始めた。代数を用

いずに幾何的に論理を積み重ねていくという当時と同じ状況

の中で、生徒は、「平方倍積問題」から「立方体倍積問題」へ

と考察を進め、作図を行った。 
この授業では、数学が人間の文化的営みとして存在した視

点から思考だけでなく道具にも注目し、それらを取り入れて

いった。当時と同じモノで考察することはできないが、コン

パスや定木、紙、紐などを用いた。また、現代との相対化と

いう点で、作図ツール（コンピュータソフト：カブリ6）を積

極的に用いた。これまでの学習形態とは違う形で進めること

で、既知のイメージ、知識に対する異なる視点を意識させた

いと考えた。そして、その自覚により再構成を促したい。 
また、この授業は今回の学習指導要領の改訂で、高等学校

に新たに加えられる科目、「数学基礎」7の指導案の提案も兼

ねる。 
 
 

                                                 
6 カブリ・ジオメトリ（Cabri－GeometryⅡ） 
 
7 文部省（1999）「高等学校学習指導要領 数学編理数編」 
「数学基礎」は数学への興味・関心等を高めるとともに、具体的な事象を通じて数学的 
な見方や考え方のよさを認識することをねらいとして内容を構成する。具体的には数学 
史的話題、統計処理、生活における数理的な考察など。 
 
 

http://math-info.criced.tsukuba.ac.jp/Forall/project/history/2000/Volume-FL/Volume-index.htm



    （３）指導展開 
        【1 時間目】 ギリシャ時代の数学とその当時 

①教師：「左図（図１）はエドモンド・ハレー        

    の原論（ラテン語訳）の表紙にある口   
    絵です。この口絵は、座礁した船と 3 

    人の哲学者を描いています。彼らの 1 

    人は“われわれは恐れる必要はない” 

    と叫んだそうです。どうしてでしょう 

    か。」 

 授業はこの問いから始めた。 
生徒：「砂浜にこれほど精巧な図形が描かれ 
   ているということは、他に人がいると 
   いうことだから」 
生徒：「自分たちと同じような知識を持つ人 
   が住んでいると思い、理由を話せば新 
   しい船をもらえると思ったから」 
生徒：「強がって言ってみた」 
など様々な発言が出た。解答例は「砂の上に

ある幾何学の図形からギリシャ人の存在が

わかり（当時、幾何学を扱っていたのはギリ

シャ人のみと考えられている）、自分たちが

ギリシャ世界にいると確信したので。」であ

る。だがこの授業では模範的解答を作ること

ではなく「自分なりの意見を持つこと」「自

分が活動（観察、操作、実験等）すること」

を強調した。その後、「当時のギリシャ社会

はどうだったのか」「なぜギリシャ人は幾何

学を考えたのか」について考察した。数学だ

けでなく生活スタイルや思想に触れ、ギリシ

ャ時代のイメージを膨らませ、「ギリシャ時

代の状況」の中で問題を解決していく意識を

持たせるようにした。 
          

②続いて、プラトン全集対話篇『メノン』の

おける、ソクラテスと奴隷の対話を再現した。

生徒は「ソクラテスの口」「ソクラテスの手」

（図１） 

出店：中学校・高等学校数学科教育課程開発に関する研究（8） 
発行：筑波大学数学教育学研究室、pp.115-129、2001年3月



「奴隷」のパートにわかれ、実演した。その

対話を通して、ギリシャ時代は現代の代数を

用いずに幾何的に捉え、論理を積み重ねてい

ったことを理解した。同時に「ある正方形の

2 倍の面積を持つ正方形をつくるには…」と

いう平方倍積問題に対し、ある正方形の対角

線を一辺とする正方形を作ること（図２）を

確認した。 
 

 
 

③教師：「2 倍の面積を持つ正方形をつくる

には、その正方形の対角線を一辺と

する正方形を作ればよいが、立方体

ではどうか」 
 生徒：「立方体でも同じように対面から対

角線を引く」 
 生徒：「それじゃ、√３だよ。2 倍の立方

体の一辺は 3 乗根になる必要があ

る」 
 教師：「当時のギリシャには√はないし当

然 3 乗根はない。正方形の対角線よ

うに当時のギリシャでは図形で捉

えていた。そして、その作図を論理

的に考えていた。」 
 

この遣り取りからギリシャ 3 大作図問題の一つ「立方体倍

積問題」へと入っていった。当時の作図には「定木8」と

「コンパス」のみが道具として認められていた。その制約

の中で作図をしていくことになった。また、背景としてギ

リシャ「立方体倍積問題」の起源（デルフィの神託9）に

ついても押さえた。 
 

                                                 
8 通常「定規」と書くが、ここでは「目盛りがない」ことを強調するために「定木」を用い
た 
9「現存する宮殿の 2 倍の体積を持つ宮殿を造れ」 

（図２） 

http://math-info.criced.tsukuba.ac.jp/Forall/project/history/2000/Volume-FL/Volume-index.htm



【2 時間目】  立方体の倍積問題の解法（１） 
① まず、「立方体倍積問題」の作図指針は

ヒポクラテスの比例中項10の発想から

始まる。これは２つの直角三角形の相

似に注目している。（図３） 
 
 
2 時間目はこの比例中項の理解から始める。 
教師：「現代の√２は正方形の対角線であ

ることは分かった。では√３、√４、

√５…はどんな図形からできている

のか、またどんな図形にあるのか」 
生徒：「三平方の定理を使えば、どこにで

もある。」 
生徒：「直角三角形。」 
生徒：「ギリシャ時代はコンパスと定木し

かない。それに√３の正確な長さは

取れるのか」 
生徒：「それは無理だろう。」 

 
  そこで、ユークリッド「原論」第 2 章命

題１４を取り上げた。ユークリッドの「原

論」第 2 章命題１４は長方形の正方形化

という比例中項の作図を扱っている。こ

れを作図ツール：カブリを用いて、実際

に作図過程を投影していった。この時、

生徒もカブリを用いて作図した。（カブ

リでは「定木」と「コンパス」のみとい

う制約を実現できる）その後、生徒はそ

れぞれの完成図（図４）から比例中項の

関係を捉えた。 
 

 
 

                                                 
10 ａ：ｘ＝ｘ：ｂの関係のｘにあたる。 

（図４） 

（図３） 

出店：中学校・高等学校数学科教育課程開発に関する研究（8） 
発行：筑波大学数学教育学研究室、pp.115-129、2001年3月



 
②続いて、比例中項による解明指針によ

り立方体倍積問題の作図に取り組んだ。 
まず、「平方倍積問題ではａ：ｘ＝ｘ：

ｂとなる直角三角形の作図よりできた

ことから、立方体倍積問題では、ａ：ｘ

＝ｘ：ｙ＝ｙ：ｂの関係にある直角三角

形を作図ができればよい」という解明指

針が立った。 
しかし、立方体倍積問題を「定木」と「コ

ンパス」のみでは作図不可能であること

が証明されていることを提示した。 
そこで、理論上作図できたディオクレス

の解法（図５）を作図ツール：カブリを

用いて追っていった。（図６） 
作図直後には「なんだ、描けるじゃない

か」といった発言が多数の生徒から出た。

この理論上となる前提の考察と「どこ

が比例中項の関係にあるか」を宿題と

し２時間目は終了した。 
 どちらも、難しかったようである。し

かし、数人の生徒は比例中項の関係11を

見つけた。また、「この円は実際に描け

るのか」と疑問を提示するなど理解で

きた生徒がいた。（今日的には、ΓΚが

立方根になる） 
    
 
 
 

                                                 
11 図 7 において 
ΔΗΘ∽ΔΚΕ、ΔΚΕ∽ΕΚΓ、ΔΗΘ∽ΕΚΓ 
ΔΗ＝ΓΚ（∵ΕΒ＝ΒΖとなるようにとる）より 
ΘΗ：ΔΗ＝ΔΗ：ΕΚ＝ΕΚ：ΔΚ 

（図５） 

（図６） 

http://math-info.criced.tsukuba.ac.jp/Forall/project/history/2000/Volume-FL/Volume-index.htm



【3 時間目】立方体の倍積問題の解法（２） 
①立方体倍積問題の解法について、前回        
の理論上の作図の他に、道具を用いたエ

ラトステネスの解法（図７）がある。３

時間目では道具による解法を取り上げた。 
 
②エラトステネスの解法を、実際に簡易

の模型を用いて追っていった。まず、３

枚の模造紙を、図８にあるように並べ、

対角線を入れる。（AEFM、MFGN、

NGHQ が模造紙 1 枚に当たる）そして、

図９にあるように A から K まで、紐を張

る。MF、NG との交点ができ、それぞれ

B、C をとする。「中」の模造紙の対角線

MG が B に、「右」の模造紙の対角線 NH
が C に合わさるように移動する。（図９） 
 
③前回同様「どこが比例中項の関係にあ

るのか」を考察した。今回は相似性を発

見しやすく、ほとんどの生徒が比例中項

の関係12を見つけられた。 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                 
12 図 10 において 

AE：BF＝EK：FK＝AK：BK（∵AEK∽BFK） 
         ＝FK：KG（∵AFK∽BGK） 
         ＝BF：CG（∵BFK∽CGK） 
∴  AE：BF＝BF：CG 
同様にして   BF：CG＝CG：DH 
よって  AE：BF＝BF：CG＝CG：DH 

（図７） 

（図８） （図９） 

出店：中学校・高等学校数学科教育課程開発に関する研究（8） 
発行：筑波大学数学教育学研究室、pp.115-129、2001年3月



 
④次に、ネット接続により、復元さ

れたエラトステネスの道具を確認し

た。生徒の中にはインターネットを

利用したことがない生徒もおり、

「こんなことも分かるんだ」「イン

ターネットでも勉強ができるんじゃ

ないか」といった発言が飛び交った。

（図 10） 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
５、 考察 
 

課題１：生徒は、数学が人間の営みとして存在し、それにより発展し

てきたとする形成過程を認識できるか。また、現代と相対化

するなど自分中心の数学観から脱却できるか。 
 
生徒の一人は、授業後のアンケート中で「自分たちが普段授業でや

っていることだけが数学でないと知りました。古代の人の発想はすば

らしいと感じました。」と感想を述べている。この生徒は、ギリシャ

人の業績を認め、評価している。そして、従来の数学観に「古代の人」

「数学は古代にもあった」という視点が加えられ見事に脱却している

といえる。 
また、ある生徒は「今まで公式とか使うのを当たり前のようだった

けど、この公式の背景には様々な人の苦労があったことがわかった。」

と回答している。さらに「どのようなことからそのように変わったか」

との質問には「今だと、コンピュータで簡単に作図ができるけど、昔

は何もない中で、多くのことを考え、試行錯誤をして作図してきたこ

と」と述べている。彼は当時の状況や人間の営みの中から、数学が発

（図 10） 
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展してきた過程をとらえ、現代と相対化して当時の苦労を感じている 
次に、全体のデータにも注目したい。選択型のアンケートでは、数

学に関しての事象に対する考えや態度をリカート尺度（５：大賛成～

１：大反対）を用いて調査した。項目ごとに生徒全体の平均数値を算

出し、事前と事後の数値変化を見た。「数学の問題を解くのに新しい

考えが入る余地はほとんどありません」の質問では、事前 2.750 が事

後 2.506 と低下し、逆に「数学では絶えず新発見が行われている」の

質問では、事前 3.287 が事後 3.506 と上昇した。さらに「数学は近い

将来急速に変化するでしょう」の質問では、事前 3.037 が事後 3.346
に上昇した。 
以上のことから課題１は果たせたといえる。以下にそのアンケート

結果のグラフを載せる。 
 
 

 

質問：数学の問題を解くのに新しい考えが入る余地はほとんど
ありません

0% 20% 40% 60% 80% 100%

事前

事後 大賛成
賛成
どちらでもない
反対
大反対

質問：数学では絶えず新発見が行われている

0% 20% 40% 60% 80% 100%

事前
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大賛成
賛成
どちらでもない
反対
大反対

出店：中学校・高等学校数学科教育課程開発に関する研究（8） 
発行：筑波大学数学教育学研究室、pp.115-129、2001年3月



 

 
課題２：生徒は、紙と鉛筆による計算中心の数学から脱却できるか 

 
ある生徒は、「数学の授業について、教科書や参考書でやるものだと

思っていたがインターネットなどでもできるということが分かった」と

いう感想を述べている。 
全体でも、事前アンケートの最後の質問「数学をするときにどんなも

のを使いますか？（複数可）」に対して、定規やコンパスなど参考書・

問題集や筆記用具以外の道具を回答した生徒は 26 人（84 人中）。「特に

なし」などの無回答や「頭」という回答も目立った。しかし、授業後の

感想等を問うアンケートでは「コンピュータなどを使っても数学はでき

る」と回答するなど、「コンパス・定規」「コンピュータ（パソコン）」、

「インターネット」、「カブリ」、といった道具に対するコメントがほぼ

すべての生徒から聞かれた。 
これらのことから、生徒は、紙と鉛筆による計算中心の数学から、そ

れらのみではない数学へと脱却できたといえる。 
 
 
    課題３：生徒は、現代の代数中心の発想を幾何的視点で捉えなおし、 
        数学に対する感覚的イメージや思考の幅を広げるか。 
 

生徒の一人は事前アンケートで、「数学は自分で新しいことを考えて

いこうとする人にとって適した学問です」の質問に「反対」、「日常の問

題を解決するのに数学が役に立ちます」の質問に「反対」、「ほとんどの

数学の問題にはいろいろな解き方があります」の質問に「どちらともい

質問：数学は近い将来急速に変化するでしょう

0% 20% 40% 60% 80% 100%

事前

事後
大賛成
賛成
どちらでもない
反対
大反対
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えない」と回答していることから、数学をパターン化されたものとして

捉えていた。しかし、授業後には「図形を描いたりするのは単純なこと

だと思っていたがなかなか頭を使うもんだと思った。→今までの作図と

かはこうなればこうなると言う程度だったが今回の 3 回の授業ではい

ろいろな比などを駆使してやっとできたように思えたから」と感想を述

べている。従来の思考に、違った視点で捉える、従来のものを駆使する

など思考の幅が広がっていることが窺える。 
また、ある生徒は「数学は図形が大切なんだと改めて思わされた。数

学は数字と記号で解くほうが重要だと思っていたが図形を解くことも

（が）大切であり、それを解くことで数学は発展していくのだと思っ

た。」と述べ、形成過程の認識から現代と相対化するともに、現代の代

数中心の学習に対し、幾何的視点の重要性を再認識している。 
全体ではこれらの生徒のようなはっきりとした感覚的イメージや思

考の幅の広がりに関するデータは得られなかったが、課題１、２と合わ

せても十分果たせたといえる。 
 
 
６、おわりに 
     

「数学基礎」は「理解のよりどころ」としての感覚的側面の強化を

担うと考える。本研究はその提案を試みた。今回、生徒の数学観の変

容から、十分な可能性を感じた。なお、今回の授業では、礒田や恩田

の「一次文献を利用した数学史は数学自身の理解を深めるような議論

を促すことに役立つ」、「真正の歴史資料である一次文献，そしてその

時代の道具（言語表現，用具など）が解釈，吟味の対象にできる」と

いう考えを支持し、一次文献を用いて行った。また、歴史は遺跡によ

り推測されるものであり、数学的著作の大部分は既に失われており、

後に書かれた注釈者や編集者の言及によるところが大きい。これらの

ことを注意する必要がある。 
今後の課題について。「コンピュータを使ってみると知らなかった

ことが簡単に分かる」と述べる生徒もおり、結果のみを求める姿勢が

窺える。この状況を踏まえ、数学的側面に対するコンピュータのあり

方、活用方法の検証が課題となる。 
 
 
 

出店：中学校・高等学校数学科教育課程開発に関する研究（8） 
発行：筑波大学数学教育学研究室、pp.115-129、2001年3月
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