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読 め る か

な？ 

事前課題は，一番左の問

題の解法に関係している

 



平面上の変換に関する課題 

 

変換とは・・・平面上の各点を、ある規則に従って同じ平面上の点を移すことをいう。 

 

座標平面上の点Ａに対して、次の各点を描いてみよう。 

（１） 原点Ｏに対して対称に移動した点Ｂ 

（２） Ｘ軸に対して対称に移動した点Ｃ 

（３） ｙ軸に対して対称に移動した点Ｄ 

 

ここで，(１)では点，(２)（３）では直線に対しての変換を考えた。 

 

次に，円に関しての変換を考えたい。この変換の規則を次のように定める。 

定点 Oを中心とする半径ｋの円が与えられたとする。（Ｏ以外の）任意の点Ｐの反転像Ｐ’は、半直線ＯＰ上

にあって、Ｏからの距離ＯＰ’が、 

 2kPOOP =′⋅  

をみたすような点とする。 



定点Oを中心とし､半径ｋの円Oがあり､Oと異なる円O内の点をPとする。Pを通ってOPに垂直な弦を引き、そ

の端をTとし、Tを通って反転円に接線を引いて、OPとの交点をQとすると、三角形（          ）

と三角形（          ）は相似であるから、 

 OP:（      ）＝（      ）：OQ 

 OP・OQ＝（      ） 

よって、点Qが点Pの反転像P’である。 

次に、点Pが円O外の点の場合について考えてみよう。OPを直径とする円と円 Oとの交点の１つをTとする

（と、（                ）の定理により、∠ＯＴＰ＝（      ）度であり、点 T は P

から円 O へ引いた接線の接点になる）。T から OP へ下ろした垂線の足を Q とすると、三角形

（          ）と三角形（          ）は相似であるから、 

 OP:（      ）＝（      ）：OQ 

 OP・OQ＝（      ） 

よって、点Qが点Pの反転像P’である 

これらのことから、次のことが分かる。 

１ 点 Oを除いた反転円Oの内部の点は、反転円Oの（      ）へ移る。 

２ 反転円Oの外部の点は、反転円Oの（      ）へ移る。 

３ 点 Pの反転像P’の反転像は（          ）である。 
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１．P a p p u s  o f  A l e x a n d r i a  ( アレクサンドリアのパッポス) ・・・A.D.300 頃 
 

ギリシアの偉大な数学者たちの最後を飾る人物はパッポスである。彼については，紀元後320年頃に『数学集

成』という大著を編纂したということしか知られていない。この著作は10巻のうち8巻が残っており，それら

はまさに情報の宝庫である。何人かの重要なギリシアの数学者についてその名前だけ伝えており，もしその記述

がなければ彼らの存在は全く我々には知られなかったろう。 

（数学を築いた天才たち 上 スチュワート･ホリングデール著 講談社より） 

 
『数学集成』あるいは『集成』 

 “集成”は，ギリシア幾何学の全範囲を包括すると同時に，百科辞典というよりむしろ手引書あるいは入門書

である．この集成は，独立したものというよりむしろ（当時存在していた）原著といっしょに読まれるようにつ

くられたものであった．しかしながら，ある論題の歴史，たとえば立方体の倍積とか，二つの比例中項を見出す

問題とかの歴史の場合にはその解の写しがとられている．たぶんそれらの解は，すでにかなり入手困難で，散逸

してしまった資料から集められねばならなかったからであろう．入手しやすい古典などが記述される場合ですら，

別解とか，よりよい証明とか，拡張とかが与えられている．著者としては，非常な独創性を装おうともせずに，

全巻にわたって，論題の完全な理解，判断の独自性，技術の熟達とが示されている．その文体は簡潔，明瞭であ

る．要するにパッポスは，洗練された多才の数学者で古典ギリシア幾何学のすぐれた代表者として目だった存在

である． 

（復刻版 ギリシア数学史 T.L.ヒース著 共立出版より） 

 
靴屋のナイフ（アルベロス）の作図題 

 第4巻の第 2項は，きわめて興味ある独創的なものである．ここには，その形からみて＜靴屋のナイフ＞（ア

ルベロス）といわれる図形に内接する円に関連した作図題がある．もし，一つの直線 AB が C で一般に等しく

ない二つの部分に分けられるとし，さらにAB，AC，CBを直径とする半円を，ABの同じ側に書くとすれば，

この三つの半円に囲まれた図形が，＜靴屋のナイフ＞である．＜靴屋のナイフ＞とそれに内接する円についての

いくつかの命題は，アルキメデスの名前でアラビアに伝えられた“補助定理の書”中に見出される． 

 
（復刻版 ギリシア数学史 T.L.ヒース著 共立出版より） 

 

 

 まずは，アルキメデスの“補助定理の書”で扱われている図形の問題について考えてみよう。 
 

 

 

 

 

 



２．アルキメデスの“補助定理集”（L i b e r  A s s u m p t o r u m ） 

①『靴屋のナイフ（アルベロス）』：円環問題 

「ABC を半円とし、直径 AC 上に AD と DC を直径とする半円を書き、AC に垂直に垂線 BD をたてる。アル

ベロス（大きな半円と２つの小さな半円の周囲によって囲まれる図形）の面積は、線分BDを直径とする円の面

積に等しい」 
 

   



 
②『塩入れ（サリノン）』 

「線分 AB、AD、DE、および EB に対し、それぞれを直径とする半円を描く。ただし AD＝EB とする。する

と、塩入れの囲む面積全体（半円弧だけで囲まれている）は、その図形の対称軸を直径とする円の面積に等し

くなっている」 
 

 
 



３．「靴屋のナイフ（アルベロス）」に注目した問題 

アルキメデスの『靴屋のナイフ（アルベロス）』をもとにした問題が現在の数学でも 

使われている 

 

アルベロスの問題に関する入試問題より 
図のように 3 個の円A，B，Pは互いに外接し，円 O に内接している。円 O，A，B の中心 OAB
は図のように一直線上にあり，半径はそれぞれ 5，3，2 である。点 Pから直線 AB への垂線 PH
をひき，線分 BH の長さを x，円Ｐの半径を y とする。 

【99 お茶の水女子大附属高校改】 

 
（１）x，y の関係式を求めてみよう． 



 
（２）ｘ，ｙの値を求めてみよう． 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

（３）円 Pの半径と垂線 PH の長さの関係を求めてみよう． 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 



５．「数学集成」第４巻・第２項（日本語訳） 

(g) � β ηλο � に内接する円 

Ibid. Ⅳ. 14. 19, ed. Hultsch 208. 9-21 

 

ある巻においてこの結果への古代の命題がある：ΑΒΓ、ΑΔΕ、ΕΖΓをそれぞれ接している３つの半円であ

ると仮定する。それら３つの半円の間隔に、中心Η、Θ、Κ、Λを中心とする円列のように、半円と円列の両方

に接している円がいくつでも内接しているとする。(その間隔は“leather-worker’s knife”と呼ばれる。) ； 

そして以下のことを証明しなさい。中心ΗからΑΓへの垂線はΗについての円の直径に等しく、Θからの垂線は

Θについての円の直径の２倍に等しく、Κからの垂線は３倍に等しい。残りの垂線は、限りなく生ずる円の内接

によって単一に増加する円列の順番に従って，順序正しくそれと同数倍の適当な円の直径に等しい。� 

 

� その類似点からleather-worker’s knifeへの� β η λ ο �

(Nos. 4, 5 and 6)はアルキメデスのLiber Assumptorumに含まれていて、それはアラビア語で残っている。そ

れらの命題はパッポスの説明における特別な場合としても含まれているが、残念ながらここで複製するにはあま

りにも時間がかかりすぎる。D’ Arcy W. Thompson 教授 (The Classical Review, lvi. (1942), pp. 75-76 ) は、

� β η λ ο � 

そして，その理由を示している。 

 



６．円環問題の拡張 

パッポスはアルキメデスの『靴屋のナイフ（アルベロス）』：円環問題を拡張させた 

 
内接円C1，C2，C3･･･を順に描いてどれもが半円ABとACに接し，かつ円自身も順に接し

あっているようにし，これらの円 C1，C2，C3･･･の直径をそれぞれ d1 ，d2 ，d3･･･，中心

C1，C2，C3･･･から AB に下ろした垂線の長さを p1，p2，p3･･･とすれば， 
p1＝d1，p2＝2d2，p3＝3 d3，･･･ 

となる 

 

証明は反転を用いる 



７．反転（i n v e r s i o n ）とは 

反転（i n v e r s i o n ）・・・マグヌス（L . J . M a g n u s）が 1 8 3 1 年に発明 

定点 O を中心とし半径 kの円が与えられたとする。そこで、（O以外の）任意の点Ｐの反転像Ｐ’ は半直線OP

上にあって、O からの距離 OP ’ が 

OP・OP ’＝k2 

をみたすような点であるとする。 

 

 
（参考 「幾何学入門」 コクセター著 銀林浩訳 明治図書） 



８．反転を使って作図をしよう 

反転とは・・・ 

定点Oを中心とする半径ｋの円が与えられたとする。そこで，(O以外の)任意の点Pの反転象 P’は半直線OP

上にあって，O からの距離 OP’が 

OP・OP’＝ｋ2 

をみたすような点であるとする。 

 

課題１ 反転円内の円Ｃ１を反転させてみよう。 

 

 
（１） どんな図形になるか予想してみよう。 

 

 

（２） 作図ツール Cabri Geometry Ⅱ（以下カブリⅡ）を使って作図してみよう。 

① ⑧⑦⑥⑤④③② ⑩⑨ ⑪
 

（作図方法） 
１ 点 O と点 P を通る半直線を引く 

③から半直線を選び，点 O，点 Pの順にクリックする。 

２ 点 P を通り半直線 O P に垂直な線を引く 

⑤から垂線を選び，点 Pと，半直線 OP をクリックする。 
    ３ 円 O と２の垂線の交点を取る 

②から交点を選び，円 O と２の垂線をクリックし Tとする。 

    ４ 点 O と点 T を結ぶ 

③から線分を選び，点 O と点 Tをクリックする。 
    ５ 点 T を通り線分 O T に垂直な線を引く 

⑤から垂線を選び，点 Tと線分 OT をクリックする。 



    ６ 点 P ’を取る 

②から交点を選び，半直線 OP と５の垂線をクリックし，点 P’を取る。 

    ７ P ’の P に対する軌跡を描く 

⑩からトレース オン／オフを選び，点 P’をクリックして点滅させる。 

①からポインタを選び，点 Pをドラッグしながら円 C１に沿って動かす。 
(もっと詳しく見るために)⑤から軌跡を選び，点 P’，点 Pの順にクリックする。 

 

（３） 作図の結果，円 C1 はどんな図形に移りましたか。 
 

 

 

課題２ 反転円外の円 C２を反転させてみよう。 
    （事前課題を見ながらやってみよう。） 

 
（１） どんな図形になるか予想してみよう。 

 

 

（２） カブリⅡを使って作図してみよう。 

① ⑧⑦⑥⑤④③② ⑩⑨ ⑪
 

（作図方法） 
  １ 半直線 O P を描く 

③から半直線を選び，点 O，点 Pの順にクリックする。 

    ２ O P の中点 M を取る 

⑤から中点を選び，点 O と点 Pをクリックする。 
    ３ 点 M を中心に直径 O P の円を描く 

④から円を選び，点 M，点 P(または点 O)をクリックする。 



    ４ 円 O と円 M の交点を取る 

②から交点を選び，円 O と円 M をクリックし，交点の１つを Tとする。 

    ５ 線分 O T と線分 T P を描く 

③から線分を選び，点 O と点 Tをクリックする。 

③から線分を選び，点 Tと点 Pをクリックする。 
    ６ 点 T を通り，線分 O P に垂直な線を描く 

⑤から垂線を選び，点 T，線分 OP をクリックする。 

    ７ 点 P ’を取る 

②から交点を選び，５の垂線と線分 OP をクリックし，交点 P’を取る。 

    ８ 課題１と同様に点 P ’の軌跡を描く 

 

（３） 作図の結果，円 C２はどんな図形に移りましたか。 
 

 

 

課題３ 反転の中心 O を通る円を反転してみよう。 

 
（１） どんな図形になるか予想してみよう。 

 

 

（２） カブリⅡを使って作図してみよう。 
（作図方法）課題１と同様に，点 P’を作図し，軌跡を描く。 

 

（３） 作図の結果，円 C３はどんな図形に移りましたか。 

 
 

 

 

 
 

 



 
課題４ 円 C３の半径を変えてみると P’の軌跡はどうなるか考えてみよう。 

    （ ⇒ 点 C３をドラッグして実際に動かしてみよう。） 

 

 
 

課題５ 円 C３が，反転円 O と２点で交わるときの P’の作図方法を考えよう。 

 





参考 

１０．P e a u c e l l i e r の反転機（i n v e r s o r ） 
①直線を描く反転機 
このリンケージは２本の長い長さの等しい棒と４本の短い長さの等しい棒と１本の棒からできて

いる． 
（構造） 

 

②円を描く反転機 
このリンケージは２本の長い棒と４本の短い棒からできている． 
長い２本は O を支点に固定されている． 
（構造） 

 



１１．反転機についての文献（「H O W  T O  D R A W  A  S T R A I G H T  L I N E 」 A .  B .  KEMPE 著） 



 

 

 
 

 



 

 

 

 



１２．日本語訳 

H o w  t o  d r a w  a  s t r a i g h t  l i n e  

 

 
1864年に、Wattの発見後80年、その問題はフランス陸軍の将校であるM. Peaucellierによって解決された。

彼の発見はその本当の価値に対して最初評価されず、ほとんど世間から忘れられた。そして Lipkin という名の

ロシアの学生（彼はその期待された独創性に対してロシア政府から報酬を得た）によって再発見された。しかし

ながら、M. Peaucellierのメリットはついに認められ、“Prix Montyon”というフランスの学会の偉大な機械学

の賞を与えられた。 

 M. Peaucellierの器械は図 5 に示されている。それには、あなたが見るように、7つの部品すなわちリンクが

ある。最初に共に長さの等しい２つの長いリンクがある。これらは両方とも同じ固定点で軸につけられる；それ

らの他方の先端は、4つの等しい短いリンクで構成されるひし形の反対側の角で軸につけられる。私がこのよう

に以前に記述した器械の部分は、固定された基盤から離れてとらわれるが、“Peaucellier cell”と名づけられた

リンケージである。私たちはそれから、追加のリンクをする。そしてそれを固定点（最初の固定点からの距離が

追加のリンクの長さと同じで、それに対してセルが回転される）に対して回転させる；残った追加のリンクの先

端はそのときひし形の自由な角の一つに回転軸をつけられる；残ったひし形の自由な角にはその回転軸で鉛筆が

ある。その鉛筆は正確に直線を描くだろう。 

 私は今、少し簡単な幾何学を与えなければならない。あなたが我々の器械の原理を理解できるように私がその

ようなことをすべきであるのは絶対に必要である。 
 図 6で、QCは固定点Qに回転軸をつけられ、他方がそれを軸にCで回転ずる追加のリンクである。そして円

OCR を描く。直線 PMと直線 P’M’は MRQOM’に垂直であると考えられる。 

 今、角 OCR（半円上の角）は直角である。ゆえに三角形 OCR、三角形 OMP は相似である。ゆえに、 
OC : OR = OM : OP 

ゆえに、 

OC・OP = OM・OR 

ここで Cはいつでも円上にある。すなわち、OMとORはともに定数であるので、もしCが円上で動く間Pが

O、C、Pがいつも同じ直線上にあるように動きかつ、OC・OPがいつも定数であるように動いたら；Pは線分

OQ に垂直な直線 PMを描くだろう。 

 もし我々が O の反対側に点 P’をとり、OC・OP’が定数ならば P’が直線 P’M’を描くだろうということも明らか

である。このことはやがて重要であるとみなされるだろう。 
 今、図 7にいくと、我々はセルの構造の対称から、O、C、Pがすべて同じ直線上にあり、もし直線An がCP

に垂直に描かれたら Cn は nPに等しいことがわかる。 

 今、 

OA2 = On2 + An2 

AP2 = Pn2 + An2 

ゆえに、 

OA2 - AP2 = On2 - Pn2 

                    = (On - Pn)・(On + Pn) 

        = OC・OP 

従って、OA と AP は共に定数であるので OC・OP はいつも定数である。しかしながら、遠くか近くで C と P

は O の方にあるかもしれない。もしそのとき、回転軸 O が図 6 おいて点 O で固定され、回転軸 C が、追加の

リンクの先端で回転することによって、図で円を描くように作られたら、回転軸 Pは直線上で Pが動くように

させるの必要なすべての条件を満たすだろう。そしてもし鉛筆がPで固定されたら、それは直線を描くだろう。



固定された回転軸からの線分の長さはもちろん量OA2 - AP2（勝手に値を取るかもしれない）の大きさに依存す

る。 

 私が今あなたにセルのいくつかの修正を記述してもらいたいように、私はあなたがその器械を構成する２つの

要素、追加のリンクとセル、それぞれが動く部分 をはっきりと理解することを望む。追加のリンクは依然と同

じままであるだろう。そしてそれは lteration を経験するセルだけだろう。 



１３．演習問題 
アルベロスに内接する円を実際にカブリを使い反転して、その図から実際に円 C3 の直径とその中心の線

分 AC からの距離をはかって，それがパッポスの主張にあっていることを確かめてみよう． 

 



１４．日本における円環問題 

 

参考 日本においてもパッポスの円環問題に似た問題が考えられてきた。 

（埼玉県史料集 第二集「埼玉の算額」 埼玉県立図書館編） 

 
算額とは，神社や仏閣に奉納した数学の絵馬である．江戸時代中期，寛文年間の頃から始まった風習といわれ，

現在全国に約820面の算額が現存しています． 算額は，数学の問題が解けたことを神仏に感謝し，益々勉学に

励むことを祈願して奉納されたと思われます．人の集まる神社仏閣を発表の場とし，難問や問題だけを書いて解

答を付けないで奉納するものも現われ，その問題を見て解答を算額にしてまた奉納するといったことが行われま

した．算額奉納の習慣は世界に例を見ず，日本独自の文化であり，明治になり洋算の導入を容易にしたのも算額

を奉納する風習が貢献しました． 

（「和算の館」より http://www.asahi-net.or.jp/~NJ7H-KTR/ ） 
 

 

 



 



 



アンケート１ 
２年  組  番 

 

いずれかを○で囲んでください 

 
１  数学の時間に外国語の文献を読むことは 
      必要である   どちらともいえない   必要ではない 
 
２  数学を歴史的な視点でとらえたことは 
      ある   どちらともいえない   ない 
 
３  パッポスが円環問題を拡張したことは、数学において 
      意味のあること   どちらともいえない   意味のないこと 
 

質問・感想等自由に書いてください 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

御協力ありがとうございました 
筑波大学大学院修士課程教育研究科 

保坂高志 竹谷正 野口敬子 



アンケート２ 
２年  組  番 

 

いずれかを○で囲んでください 

 
１  反転の作図をする上で、事前課題をやったことは 
      役に立った   どちらともいえない   役に立たなかった 
 
２  作図ツール(カブリ)を使うことで、反転について 
      よく理解できた   理解できた  どちらともいえない   
      理解できなかった  ほとんど理解できなかった 
 
３  過去に作られた反転機の構造を考えることは、数学と 
      関係がある   どちらともいえない   関係がない 
 

質問・感想等自由に書いてください 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

御協力ありがとうございました 
筑波大学大学院修士課程教育研究科 

保坂高志 竹谷正 野口敬子 



アンケート３ 
２年  組  番 

 
 
１  パッポスが円環問題を拡張したように、今後円環問題は 
      発展するだろう  どちらともいえない  発展しないだろう 
 
２  数学を歴史的に捉えることは 
      必要である   どちらともいえない  必要ではない 
 
３  このような授業を受けることによって、あなた自身何か変わったことがあったら書いてく

ださい 
       
 
 
 
 
 
４  あなたの数学に対するイメージを書いてください 
 
 
 
 
 
 

質問・感想等自由に書いてください 

 
 
 
 
 
 
 

御協力ありがとうございました 
筑波大学大学院修士課程教育研究科 

保坂高志 竹谷正 野口敬子 
 


