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【円積問題を解こうとした人々】 
・キオスのヒポクラテス 【BC470 頃～BC410 頃】（月形求積法によって） 
・ アンティポン【BC480～BC411】     （円の内外接多角形によって） 
・ アルキメデス 【BC287～BC212】    （      〃     ） 
・エリスのヒッピアス 【BC460 頃～BC410 頃】  （円積線によって） 
など、ほかにも多くの人々がこの問題に挑んでいる。 
 
ここでは、月形求積法を使って円積問題を解こうとしたキオスのヒポクラテ

スについて考えていこう。 
 
ヒポクラテスって誰？ 
           
 

 
 
 

 
 

 
【人物紹介】 

キオスのヒポクラテスは、海賊船に遭遇し、全財産を失った商人であった。彼は、海賊

に罪を問うためにアテナイに来て、そして、起訴をするためにアテナイに紀元前４５０年

から４３０年までのかなりの期間滞在した。そのときに哲学者と一緒に円の平方化を果た

そうとした幾何学において、このような熟達に達した。彼は、これを見つけなかったが、

彼は誤って円も平方化できるというものから考え出した月形を平方化したのであった。な

ぜなら、彼は月形の求積から円の求積もまた計算できると考え出したからである。 

 
 

 

前回の復習 

前回の授業では、古代ギリシアでの数学は図形の作図によってその存在が示され

ることを学び、直線図形をそれと同じ面積の正方形にかえることができることを証

明した。そして、「円をそれと同じ面積の正方形にかえることができるだろうか」と

いうギリシアの三大難問の一つである円積問題に触れた。 
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なぜ、月形の面積を直線図形に表そうとしたのだろう？ 
 
 
 

 
 
【月形求積法を考える前に！】 
・月形とは、半径の違う円の一部と円の一部を組み合わせて作られる図形のこと。 

 
 外周（太い線）       

 内周（細い線） 
 

◎このような図形の形をしたものを月形と呼ぶ。              

 
・ 弓形とは、円を一つの弦で切り離して作られる図形のこと。 
                       円の弧 
     円の弦 
      
 
  ◎このような図形の形をしたものを弓形と呼ぶ。 

・扇形の相似の定義 
○円の中心角の等しい扇形は、相似である。 
 

 月形求積法を考えるときに重要な命題 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

                         ・・・・・・・（＊） 

 

 

 

 

                             ・・・（＊＊） 

（ユークリッド原論第１２巻命題２） 
・円の比はそれらの直径の平方の比に等しい。

これから 

・相似な円の弓形の比はそれらの底辺の平方の比に等しい。

円積問題を解こうとして、円のままでは無理だと感じたので、円の

一部である月形をその面積と等しい直線図形に変えて、月形を円に近

づけようと考えたからである。 
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ヒポクラテスの〈第１の〉月形求積法  
右の図で、月形ＡＥＣＦと面積が等しい図形

はどれでしょう。 

次のページをみながら考えてみよう。 

また、なぜ面積が等しいのでしょう。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ＭＥＭＯ 
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【月形求積法】 
 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
                    【参考】 

これは、ギリシア語で書かれた

ものである。 
下の図は、「ヒポクラテスはまず、円

に内接する〈正方形〉の辺上に外側に

むかってかかれた半円によって、円の

外側にできる月形を平方化した。つぎ

に、円に内接する正六角形の辺上に画

かれた半円によって、円の外側に同様

にしてできる月形を平方化したと想定

された。」ことを表している。 
 
 
 
 

証明 

AC；円に内接する正方形の１辺、AB；対角線、AEC；C 上に AC を直径としてかかれ

た半円である。 

AB２＝２AC２ 

また、円の比は、その直径の平方の比に等しいので、 

（半円 ACB）＝２（半円 AEC） 

よって、       （四分円 AFCD）＝（半円 AEC） 

共通である弓形を引けば、 

（月形 AECF）＝ （三角形 ADC） 

作図方法 
・ ⊿ＡＤＣは直角二等辺 

三角形 

・ 弧ＡＦＣは半径ＡＤ 

の円の一部 

・ 弓形ＡＥＣは、直径ＡＣ 
の円の半分 
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これは、外周が半円より大きい月形の場合である。 
【第２の月形求積法】 

  

その外周が半円より大きな月形の求積法

であって、次のように作図されたもので

す。 

ABCD は台形で、その３辺 BA、AC、

CD はすべて相等しく、長いほうの底 BD

は、BD＝３BA となっている。ABCD の

まわりに円をかき、BA、AC、CD によ

って切り取られる弓形の一つと相似な弓

形を、BD 上に画く。 

このように作図されたものです。 

 

 

月形ＢＡＣＤとどこが等しいか分かるかな？ 
  

 

 

では、まず、弓形 BACD が、半円より大きいことを示している。 

そして、そのあとで、月形と台形ABCD の面積が等しいことを示している。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（証明） 

初めに、弓形 BACD が半円より大きいことを証明する。 

角 BAC は直角より大きい 。なぜならば、BD＞AC であるから、直線 BA、DC はそ

の延長で交わり二等辺三角形を作り、したがって角 FAC は直角より小さい から、角

BAC は直角より 大きくなる。 

したがって、 BC２＞BA２＋AC２ 

したがって、BC２＋CD２＞BA２＋AC２＋CD２または、BD２ 

ゆえに、角 BCD は直角より 小さく、弓形 BACD は半円より大きい。 

（求積法） 

BD２＝３BA２であるから、 

   （＊＊）より 

（BD 上の弓形）＝３（BA 上の弓形）  

＝(BA、AC、CD 上の弓形の和) 

この両辺に、直線 BA、AC、CD と BD 上の弓形の周囲との間の面積を加えると、 

（台形 BACD）＝（月形）となる。 

右の図は、外周が半円より大きな月

形の求積法である。 

【作図方法】 

・ABCD；台形 

・BA＝AC＝CD 

・BD２＝３BA２ 

・ABCD のまわりに円をかき、BA、

AC、CD によって切り取られる

弓形の一つと相似な弓形を BD

上にかく。 

・E は、弓形 BACD の円の中心 

月形 BACD＝ 台形 ABCD 
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【原典】 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
これが原典にかかれている図形です。 
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今度は、外周が半円より小さいものを考えていこう！ 
【第３の月形求積法】 

作図条件 

・ BK２=１
2
1

EF２ 

・ 台形 EKBG は等脚台形 
・ EK=KB=BG 
・ L は、弓形 EKBG の円

の中心 
・ EF の弓形とEKの弓形

は相似 
 
 
右の原典を見ながら、下の□を埋めて証明を完成させてみよう！ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

月形 EKBGFE は、三角形 BFG、BFK、KFE の和に等しい。 

証明 

EF２＝
2
3

BK２ 

  =
2
3
 EK２ 

したがって、（＊＊）より  （EF 上の弓形）＝
2
3
（EK 上の弓形） 

すなわち、   ２（EF 上の弓形）＝３（EK 上の弓形） 

 

        （EF,FG 上の弓形の和）＝ （EK、KB、BG 上の弓形の和 ・・（☆）

 

よって、（月形）＝（EK、KB、BG 上の弓形の和）＋（台形 EKBG）－（弓形 EFG）

 

ところで、  （弓形 EFG）＝（三角形 EFG）＋（EF、FG 上の弓形の和） 

 

（☆）より （ 弓形 EFG）＝（三角形 EFG）＋（EK、KB、BG 上の弓形の和） 

これを上の式の代入してみると、 

（月形）＝（台形 EKBG）－（三角形 EFG） 

   

＝（三角形 BFG、BFK、KFE の和） 

（月形ＥＫＢＧＦＥ）＝（三角形ＢＦＧ，ＢＦＫ，ＫＦＥの和） 
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【原典】 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
第４の求積法の和訳（上は、求積法の証明で、下は、半円よりも小さいことの証明） 
  

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
今度は、円と月形の和を直線図形の和にかえる月形求積法である。 
 

 

外周が EKBGである月形は、三角形BFG、BFK、KEF から構成される直線図形と等しく

なるだろう。なぜなら、直線EZ、ZH によって、月形の中にある直線図形から切り離された

弓形は EK、KB、BH によって切り離される。直線図形の外側にある弓形と等しい。なぜな

ら、内側の弓形それぞれが外側のものの
2
3
倍であるからである。ヒポクラテスによってEＦ

の平方が半径の平方つまりEKまたは BKまたはBGの平方の
2
3
倍にされているからである。

ゆえに、月形は 3 つの弓形((EK,KB,BG 上の弓形)と直線図形（台形 EKBG）から弓形 EFG

をのぞいたものからつくられる。弓形EFG は、三角形 EFG と２つの弓形（EF、FG 上の弓

形の和）から作られる。そして、2 つの弓形の和が 3 つの弓形と等しくなり、月形は直線図

形と等しくなることが示せる。 

 

この月形は半円より小さい円周を持つ、彼は外側の弓形の中にある∠EKH が鈍角であることで証明す

る。そして、∠EKH が鈍角によって、彼はこのような証明をする。 

だから、          EZ２=3/2EK２ 

そして、          KB２＞２BZ２ 

          EK２＞２KZ２は明白である。 

ゆえに、          EZ２＞EK２＋KZ２ 

∠K は、ゆえに鈍角である。よって、その弓形は半円より小さい。 

 このように、ヒポクラテスは、すべての月形を平方化した。半円の外周をもう月

形だけでなく、半円より大きいものや半円より小さいものまでも平方化しているこ

とがわかる。                           訳：授業者
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【第４の月形求積法】 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
右には原典の証明の日本語訳があります。それを現代表記しました。 
どちらが分かりやすいかな？ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
ここで、月形と円の和の求積をすることができた。 

 

【作図方法】 

中心 K を共有する２つの円が

あって、その外円の直径の平方

が内円の直径の平方の６倍であ

るように作図する。 

ABCDEF は内円に内接する

正六角形とする。GH、HI は外

円に内接する正六角形に１辺で

ある。 

【証明】 

GI２＝３GH２ 

        （∠GIL＝９０°、IL：GL：GI＝１：２： 3 、GH=HI=IL）

GI２＋IL２=4GK２=4GH２ 

IL=GH より 

GI２=3GH２ 

仮定より 

GH２=6AB２ 

したがって 

（GI 上の弓形）＝３（GH 上の弓形） 

          ＝２（GH 上の弓形）＋６（AB 上の弓形） 

                           ＝（GH、HI 上の弓形）＋（内円のすべての弓形）

両辺に GH、HI と弧 GI との間の面積を加えると 

（⊿GHI）=(月形 GHI)＋（内円のすべての弓形） 

両辺に六角形 ABCDEF を加えると 

（月形 GHI）＋（内円）＝（三角形 GHI）＋（六角形 ABCDEF） 

（月形 GHI）＋（内円）＝（三角形 GHI）＋（六角形 ABCDEF）
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日本語訳 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 

しかし、彼はまた、次の方法で月形と円を一緒に平方化した。ここに、中心を K として外円の直径の

平方が内円の直径の平方の 6 倍であるような（正）六角形 ABΓ⊿EZ を内円に内接させ、そして、KA、

KB、KΓを中心からつなぎ、そして、外円の円周まで延ばす。そして、HΘ、ΘI、HIをつなぎなさい。

だから、HΘ、ΘIが外円に内接している正六角形の辺であることは明白である。HIについて弓形を HΘ

によって切り離される外接される相似な弓形とする。だから、HI２＝３ΘH2（なぜなら、それらは半円

において直角を作るので六角形の 2 つの辺に対する線の平方、もう一つの辺の平方とともに、直径の平

方と等しい。そして、直径の平方は六角形の辺の 4 倍で、長さにおいて、2 倍の辺である直径そして、

平方において 4 倍の大きさである。）そして、ΘH２=6AB２、HI で内接された弓形は、HΘ、ΘI によ

って外円から切り離された弓形に六角形のすべての辺によって内円から切り離される弓形とともに等

しい。なぜなら、HI２＝３HΘ２、そして、ΘI２＝ＨΘ2 一方 ΘＩ２とＨΘ2 は内六角形の六個の辺の平

方の和と等しい。だから、ヒポクラテスによって、外円の直径が内円の直径の 6倍であるようにされて

いる。ゆえに、月形ＨΘＩは、六角形の辺によって内円からはなれる弓形より、三角形ＨΘＩより小さ

い。なぜなら、ＨＩの弓形はＨΘ、ΘＩの弓形と六角形によってはなされる弓形の和と等しい。ゆえに、

ＨΘ、ΘＩの弓形は、六角形によって離される弓形によって、ＨＩの弓形より小さい。もし、そこに両

方の辺がＨＩの弓形上の三角形の部分に付け加えられるならこの外側のものと、ＨＩの弓形が三角形を

作る。一方、後者の外側のものと、ＨΘ、ΘＩの弓形が月形を作っている。ゆえに、月形は、六角形よ

って離される弓形より三角形のほうが小さい。なぜなら、月形と六角形によって離される弓形は三角形

に等しい六角形が両辺に付け加えられるとき、三角形と六角形は、内円と前述の月形に等しくなるであ

ろう。もし、そのとき、前述の直線図形が平方化されることができるなら、月形と伴った円もまた、平

方化されることができる。                            訳：授業者 
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【まとめ】 
 
○【第一の求積法】では、外周が半円の求積法を考えた。 

ここでは、 

（月形ＡＥＣＦ）＝（三角形ＡＢＣ） 

 

 

外周が半円の場合の月形とその面積の等しい直線

図形が作れた。 

 

○【第 2 の求積法】、【第 3 の求積法】では、外周が半円より大きい場合と小さい場合

を考えた。 

【第 2 の求積法】では、 

（月形ＢＡＣＤ）＝（台形ＡＢＤＣ） 

 

【第 3 の求積法】では、 

（月形ＥＫＢＧＦＥ）＝ 

     （三角形ＢＦＧ、ＢＦＫ、ＫＦＥの和） 

 

 

外周が半円より大きい場合と小さい場合の月形と

その面積に等しい直線図形が作れた。 

 

 

 

 

 

 

○【第 4 の求積法】では、月形と円の面積の和について考えた。 

ここでは、 

（月形ＧＨＩ）＋（内円） 

   ＝（三角形ＧＨＩ）＋（六角形ＡＢＣＤＥＦ） 

 

 

 

 

これらの 3 つの求積法で、ヒポクラテスは、「すべての月形が直線図形に平方

化（面積が等しい正方形に作図できる。）した」と言っている。 

はたして、本当にすべての月形が平方化できるのだろうか？ 
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今日はヒポクラテスの４つの月形求積法を考えてきた。では、この月形求積法

で、円積問題は解けるだろうか？それとも解けないだろうか？できると思うな

らその解法を、できないと思うならその理由を考えてみよう。 
明日みんなの意見を聞くので、ワークシートに自分の考えを書いてみよう。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

次回の予告 

 今日考えた「月形求積法で円積問題は解けるのだろうか」という疑問に対す

る皆さんの考えを聞き、その考えを検討してみたい。 

 その後に、レオナルド・ダ・ヴィンチによる等積図形と円積問題の解法を考

えていきたい。 
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円積問題ってどんなものだった？どうやって解けばいいのだろう？ 
 

MEMO 
 


